Rachunek rozniczkowy funkcji wielu zmiennych - pochodne czastkowe

Niech funkcja z = f(x, y) bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu P, (x,, y,) -
Definicja. Pochodng czgstkowq rzedu pierwszego funkcji z= f(x,y) wzgledem zmiennej x w punkcie
Py(x,,y,) nazywamy granic¢ (jezeli istnieje):
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Pochodne czastkowe funkcji z= f(x,y) wzgledem zmiennej x oznaczamy symbolami

O U ey,

o’ ox’
Definicja. Pochodng czgstkowq rzedu pierwszego funkcji z= f(x,y) wzgledem zmiennej y w punkcie
P,(x,,y,) nazywamy granic¢ (jezeli istnieje):
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Pochodne czgstkowe wzgledem zmiennej y oznaczamy symbolami
0z of / ,
PN ~ z ., X, .
o o v f(6)

Pochodng czastkowa wzgledem danej zmiennej obliczamy jak zwykla pochodng funkcji jednej zmienne;j,
druga zmienng traktujac jako staly parametr. Mozna zatem stosowac te same reguty rézniczkowania, jakie
zostaly wprowadzone dla funkcji jednej zmiennej, tj. wzory na pochodng sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
oraz funkcji ztozone;.

Podobnie definiujemy, oznaczamy oraz obliczamy pochodne czastkowe funkcji trzech i wigkszej liczby
zmiennych.

Przyklad. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzgdu nastepujacych funkcji:

a) z=f(x,y)=2xy+xp° =3y +7x—-3, b) z= f(x,y)=tgBxy+ %),

C) z=f(r,p)=r’e""?, d) z= f(x,y)=arctg a4 ,
x+y

e) u=f(x,y,z)=In(x’y+y’ +xz).
Rozwiazanie.
a) z/ =6x’y+y +7, Z;:2x3+2xy—15y4,

b) Mamy tutaj do czynienia z funkcja ztozong. Jej pochodna bedzie zatem iloczynem pochodnej funkcji
zewnetrznej (wzgledem funkcji wewnetrznej) przez pochodng funkcji wewnetrznej.
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¢) Zauwazmy, ze obliczajac pochodnag czastkowag wzgledem zmiennej » bedziemy musieli zastosowa¢ wzor
na pochodng iloczynu. Dla odmiany zastosujmy réwniez inne oznaczenia pochodnych:
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d) Mamy tu do czynienia z funkcjg ztozona, w ktorej funkcja wewnetrzng jest iloraz dwoch funkcji.
Stosujac odpowiednie wzory otrzymujemy:
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Definicja. Jezeli istnieja pochodne czastkowe f/(x,y) i fy/(x, y) funkcji z= f(x,y), to pochodne tych
pochodnych (jezeli istnieja) nazywamy pochodnymi czgstkowymi rzedu drugiego funkcji z= f(x,y).
Dla funkcji dwoch zmiennych mamy cztery pochodne czastkowe rzedu drugiego:
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Pochodne czastkowe f,. i y’; nazywamy pochodnymi czystymi, a pochodne fg i fyf nazywamy

pochodnymi mieszanymi.

Twierdzenie. (Schwarza). Jezeli w danym punkcie istnieja pochodne mieszane i1 sg ciagle, to sg w tym
punkcie roéwne.

Przyklad. Wyznaczy¢ wszystkie pochodne czastkowe drugiego rzgdu.
a) z=2x"—xp’ +5y° -2, b) z=sin(xy +e*),



Rozwiazanie.
a) Obliczamy najpierw pochodne czgstkowe pierwszego rzedu:

z,=8x—y’, z, =—2xy+15y". Stad
" 2 I __ " __ o __
z,=24x", z,=-2y, z,=-2y, z, =—2x+30y.
Zauwazmy, 7e z:; = z)/i (Tw. Schwarza).
b) Zastosujemy inny zapis pochodnych.
Pochodne pierwszego rzgdu:

19)
8_2 =cos(xy +e”’) -y = ycos(xy +e), % = (x+2e”)cos(xy +e”).
X Y

Pochodne drugiego rzedu:
2
O yi[sinGy -+ )]y =3 sinGay ),
X
2
z cos(xy +e*) + y- [—sin(xy + ezy)] (x+2e¥) =
Ox0y
=cos(xy +e”) — (xy +2ye*”)sin(xy +e*),
822 2y 2y . 2y
=1-cos(xy +e*)+ (x+2e ))-[—sm(xy—i—e ))]-y:
OyOx
= cos(xy +¢*) — (x + 2y )sin(xy + ).
0’z

0 = 4e*’ cos(xy +e) + (x +2¢*)- [—sin(xy + ez)’)]. (x+2e*) =
y

=4e”’ cos(xy +e”) — (x +2e*)’ sin(xy +e*) .

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji:

7. z=2x —y* +12x°y —4x+3, 8. z=3x")’—Jx+7xy—xhy,
9. z:x\/;—i—L, 10. z:3x—2x3y+3\/5,

Jx
11. z=uxsin(x+2y), 12. z=ye™ 7,
13. z=x"cos(5xy—4), 14. z=3",
15, ;=22 16. z=sinx’,

3x+y

17. z:2arctg£, 18. z=Incos(x’ — %),

y
19. u=In(x+y" +2°), 20. u=x"e”,

21, u=+x"+y’+z2°, 22. u=xsin(y’ + xz).



Wyznaczy¢ pochodne czastkowe drugiego rzgdu (sprawdzié, czy dla tych funkcji zachodzi twierdzenie

Schwarza):

23. z=6x—5xy" +x°,

25. z=In(y* —x%),

27. z=sin(Bxy+)°),

Obliczy¢:

29. f:\f\,(o, 1) N _]eZell f(x,y) — x3 — 2x2y s

X
x—l—y’

31. -fx;{(oao) Ljezeli f(x,y)=3x"y +y%e”,
32.

30. f,,(1,0), jezeli f(x,y)=

2
X

24, z= ,
1-2y

26. z= arcth ,
x

28. u=2x'y—x’z" +3y°z".

foQ,m), jezeli f(x,y)=2x"y —5x"y" +xcos2y.

Sprawdzi¢, czy dana funkcja spetnia podane roéwnanie:
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33. z=In(x"+y7), 0 i + 0 ZZ =0 (rownanie Laplace'a),
ox* 0Oy
34. z:xlnz, Qx—l—ﬁy:z,
X Ox dy
35. z:e?, ZxQ—i—yQ =0,
Ox dy
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36. z=In|~— 1|, oz 0z _ 1
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